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Latinski kvadrati, porojeni z grupami
Povzetek
V diplomski nalogi predstavimo latinske kvadrate, izotopijo, kvazigrupe in zanke.
Dokaºemo, da je vsaka kvazigrupa izotopna zanki, torej vsak izotopni razred vsebuje
vsaj eno zanko. Posvetimo se odnosu med kvazigrupami in latinskimi kvadrati ter
pokaºemo, da je latinski kvadrat ekvivalenten Cayleyjevi tabeli kvazigrupe. Na
protiprimeru pokaºemo, zakaj trditve ne moremo raz²iriti na grupe. Predstavimo
kriterije, ki zagotavljajo, da je latinski kvadrat izotopen grupi, torej porojen z grupo.
Na primerih in protiprimerih podrobneje spoznamo njihovo delovanje. Seznanimo
se s ²tirikotnim kriterijem in njegovimi razli£icami. Predstavimo Thomsenov pogoj,
ki zagotavlja porojenost latinskega kvadrata z Abelovo grupo. Predstavimo tudi
kriterij, ki je zasnovan na permutaciji stolpcev in vrstic Cayleyjevih tabel.
Latin squares based on groups
Abstract
In this thesis we present Latin squares, isotopy, quasigroups and loops. We prove
that each quasigroup is isotopic to a group, therefore each isotopy class contains at
least one loop. We focus on a relationship between quasigroups and Latin squares
and show equivalence between Latin squares and Cayley tables of a quasigroup.
Reason why this can not be generalised to groups is shown on a counterexample.
Criteria which ensure Latin square is isotopic to a group, therefore based on a group,
are presented. Functioning of those criteria is closely explained using examples and
counterexamples. Quadrangle criterion and his variations are presented. Thomsen
condition, which ensures a Latin square is based on an Abelian group, is also pre-
sented. Criteria based on permutations of rows and columns of a Cayley tabele is
also introduced.
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1. Uvod
Latinski kvadrati so se prvi£ pojavili v umetnosti nekaterih arabskih in indijskih
skupnosti ºe zelo zgodaj, okoli leta 1000. Kot matemati£ni koncept pa jih pripisujejo
Eulerju, ki jih je poimenoval in, kot se zdi, tudi prvi deniral s pomo£jo matemati£ne
terminologije. Prvi je tudi preu£eval njihove matemati£ne lastnosti. Leta 1779 je z
znamenitim problemom 36 £astnikov latinske kvadrate predstavil Akademiji znanosti
v St. Petersburgu, leta 1782 pa ²e objavil v £lanku. [1, str. 2, 7]
Latinski kvadrati so ob²irna tema, ki sega v razli£na podro£ja matematike, v di-
plomski nalogi se bom osredoto£ila predvsem na njihov algebrai£ni vidik. Najprej se
bomo seznanili z osnovnimi pojmi, kot so latinski kvadrat, izotopija, kvazigrupa in
zanka, s katerimi se bomo sre£evali skozi celotno diplomsko nalogo. Denicije bodo
za laºje razumevanje podprte s konkretnimi primeri. Skupaj z obravnavo novih
pojmov pa bomo na kratko ponovili tudi nekatere ºe znane algebrai£ne strukture.
Zatem se bomo posvetili odnosu med kvazigrupami in latinskimi kvadrati ter poka-
zali, da za vsako kvazigrupo velja, da je njena Cayleyjeva tabela latinski kvadrat.
To trditev bomo raz²irili in pokazali, da velja tudi za grupe. Nato se bomo posvetili
veljavnosti te implikacije v obratni smeri. Izkazalo se bo, da za kvazigrupe velja,
za grupe pa v splo²nem ºal ne. Zadnji del diplomske naloge bom zato posvetila
kriterijem, ki zagotavljajo, da je latinski kvadrat izotopen grupi, torej porojen z
grupo. Ker je ve£ino teh kriterijev laºje razumeti iz njihovega gra£nega prikaza,
bo poleg izrekov predstavljen tudi ta. Najprej se bomo seznanili s ²tirikotnim krite-
rijem, ki nam v primeru, da je izpolnjen, zagotavlja porojenost kvazigrupe z grupo.
Od tod bomo izpeljali, da zanka zado²£a ²tirikotnemu kriteriju natanko takrat, ko
je asociativna. V tem primeru mora biti zanka grupa. Pokazali pa bomo tudi, da
je v resnici za porojenost latinskega kvadrata z grupo dovolj, da je zanka izomorfna
grupi. Nadaljevali bomo z razli£ico ²tirikotnega kriterija za zanke, pri katerem mora
biti vrednost enega od ogli²£ ²tirikotnikov enaka nevtralnemu elementu zanke, da
bo kriterij veljal. Za tem se bomo seznanili ²e z Aczélovim testom, ki preverja asoci-
ativnost zanke za ugotavljanje porojenosti z grupo. Da pa ne bomo ostali samo pri
porojenosti z grupo, bomo spoznali tudi kriterij, ki zagotavlja porojenost z Abelovo
grupo. Imenujemo ga Thomsenov pogoj. Nadaljevali bomo s pravokotnim pravilom,
kjer se bomo sre£ali tudi z novim pojmom in sicer normalno multiplikativno tabelo.
Ker bom ve£ji del diplomske naloge posvetila kriterijem za porojenost z grupo, ki
temeljijo na ²tirikotnem kriteriju in njegovih razli£icah, bomo za konec spoznali ²e
kriterij, ki je zasnovan na permutaciji stolpcev in vrstic Cayleyjevih tabel. Vsak od
kriterijev pa bo za laºje razumevanje ponazorjen tudi s primeri in protiprimeri.
2. Osnovne definicije in primeri
V tem poglavju bodo predstavljene osnovne denicije, ki jih bomo na primerih
podrobneje spoznali ter pojasnili dolo£ene relacije med njimi. Pri tem bomo sledili
[3, str. 3 - 6] in [2, str. 23, 24].
2.1. Latinski kvadrati in izotopija.
Denicija 2.1. [7] Latinski kvadrat reda n je matrika dimenzij n×n, katere vrednosti
izberemo iz n-elementne mnoºice simbolov tako, da se vsak element v vsaki vrstici
in vsakem stolpcu pojavi natanko enkrat.
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⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 2 3 4
2 3 4 0 1
4 0 1 2 3
1 2 3 4 0
3 4 0 1 2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Slika 1. Latinski kvadrat reda 5 za mnoºico ²tevil {0, 1, 2, 3, 4}.
Latinske kvadrate navadno zapisujemo v matri£ni obliki. Alternativna oblika
zapisa je mnoºica trojic (i, j, k), kjer i predstavlja vrstico matrike, j stolpec in k
vrednost matrike na mestu (i, j). V£asih je zaradi preglednosti smiselno uporabiti
drugi zapis.
S permutacijo vrstic, stolpcev ali menjavo n-elementne mnoºice, iz katere izbiramo
elemente matrike, lahko iz enega latinskega kvadrata dobimo drugega. Za latinski
kvadrat, ki ga dobimo s poljubno kombinacijo teh operacij, pravimo, da je izotopen
prvotnemu latinskemu kvadratu.
Denicija 2.2. Naj bosta L = {lij} latinski kvadrat reda n z elementi iz mnoºice
S in L′ = {l′ij} latinski kvadrat reda n z elementi iz mnoºice S ′. e obstajata
taki bijekciji α, β : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} in taka bijekcija γ : S → S ′, da velja:
γ(lij) = l
′
α(i)β(j), potem je L izotopen L'.
Urejena trojica preslikav (α, β, γ) se imenuje izotopija iz L v L′.
Na primeru si poglejmo, kako latinskemu kvadratu L poi²£emo izotopen latinski
kvadrat L′ tako, da zado²£a izotopiji (α, β, γ).
L =
⎡⎢⎢⎣
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3
⎤⎥⎥⎦ L′ =
⎡⎢⎢⎣
4 3 1 2
2 1 3 4
3 2 4 1
1 4 2 3
⎤⎥⎥⎦
α =
(︃
1 2 3 4
3 2 4 1
)︃
β =
(︃
1 2 3 4
2 4 3 1
)︃
γ =
(︃
1 2 3 4
2 1 4 3
)︃
Primer 2.3. Preslikava α je permutacija vrstic matrike, β pa stolpcev. Pogoju
γ(lij) = l
′
α(i)β(j) zadostimo tako, da preslikamo trojico (i, j, k) v (α(i), β(j), γ(k)). To
pomeni, da se bo v latinskem kvadratu L′ na mestu (α(i), β(j)) nahajal element γ(k).
Poglejmo, kaj se zgodi z elementom (1, 1, 1). Preslikamo ga v (α(1), β(1), γ(1)) =
(3, 2, 2). Torej na mesto (3, 2) v novem latinskem kvadratu zapi²emo ²tevilo 2.
Element (1, 2, 2) preslikamo v element (α(1), β(2), γ(2)) = (3, 4, 1). Torej se bo
v novem latinskem kvadratu na mestu (3, 4) nahajalo ²tevilo 1. Na enak na£in
preslikamo ²e preostale elemente latinskega kvadrata. Dobimo 2 izotopna latinska
kvadrata, dolo£ena z (α, β, γ). ♢
Sedaj bomo pokazali, da je izotopija ekvivalen£na relacija. Spomnimo se [5], da
je ekvivalen£na relacija dvo£lena relacija v neki mnoºici A, £e za poljubne elemente
a, b in c veljaljo naslednje zna£ilnosti:
(1) reeksivnost: za vsak a ∈ A velja a ∼ a
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(2) simetri£nost: iz a ∼ b sledi b ∼ a, za a, b ∈ A
(3) tranzitivnost: iz a ∼ b in b ∼ c sledi a ∼ c, za a, b, c ∈ A
Pokaºimo sedaj, da izotopija med dvema latinskima kvadratoma zado²£a zgornji
deniciji.
(1) Vsak latinski kvadrat je izotopen samemu sebi, izotopija je enaka (id, id, id).
(2) Naj bo (α, β, γ) izotopija iz latinskega kvadrata L v latinski kvadrat L′. Ker
so po deniciji izotopije preslikave α, β in γ bijekcije, obstaja tudi izotopija
iz L′ v L in je enaka (α−1, β−1, γ−1).
(3) Naj bo (α, β, γ) izotopija iz latinskega kvadrata L v latinski kvadrat L′ in
(δ, ϵ, φ) izotopija iz latinskega kvadrata L′ v latinski kvadrat L′′. Vsak ele-
ment latinskega kvadrata L′ bo oblike (α(i), β(j), γ(k) za (i, j, k) iz L, ele-
menti L′′ pa bodo oblike (δ(p), ϵ(q), φ(r)) za (p, q, r) iz L′. Sledi torej, da je
(δ(p), ϵ(q), φ(r)) = (δ(α(i)), ϵ(β(j)), φ(γ(k))) za (i, j, k) iz L. Preverimo ²e
bijektivnost preslikav δ ◦ α, ϵ ◦ β in φ ◦ γ. Ker so preslikave α, β, γ, δ, ϵ in φ
bijektivne, so bijektivni tudi kompozitumi teh preslikav. To pomeni, da je
izotopija iz L v L′′ enaka (δ ◦ α, ϵ ◦ β, φ ◦ γ).
Ker je izotopija ekvivalen£na relacija, lahko latinske kvadrate razdelimo v ekviva-
len£ne razrede, imenovane izotopni razredi.
2.2. Skr£eni latinski kvadrati in ²tevilo latinskih kvadratov. V tem poglavju
bomo predstavili skr£ene latinske kvadrate kot poseben primer latinskih kvadratov
in jih uporabili pri ra£unanju ²tevila latinskih kvadratov posameznega reda.
Pre²tevanje latinskih kvadratov in njihovih izotopnih razredov ima dolgo zgodo-
vino, v kateri pa se je pojavilo tudi precej napak, mnoge celo objavljene v £lankih.
Formula za izra£un ²tevila latinskih kvadratov, ki jo bomo v nadaljevanju spoznali,
si pri ra£unanju ²tevila latinskih kvadratov posameznega reda pomaga z izra£unom
²tevila skr£enih latinskih kvadratov tega reda. Zato se pred nadaljevanjem najprej
seznanimo s skr£enimi latinskimi kvadrati.
Denicija 2.4. Skr£en latinski kvadrat je latinski kvadrat, ki ima prvo vrstico in
prvi stolpec urejena v naravnem vrstnem redu.
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 3 4 5
2 3 5 1 4
3 5 4 2 1
4 1 2 5 3
5 4 1 3 2
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Slika 2. Skr£en latinski kvadrat reda 5 za mnoºico ²tevil {1, 2, 3, 4, 5}.
Zaradi eksponentnega nara²£anja ²tevila latinskih kvadratov glede na n, so for-
mule za izra£un ²tevila latinskih kvadratov ra£unsko zahtevne, zato so vrednosti
izra£unane zgolj do reda n = 11. Torej lahko pri velikih n ²tevilo latinskih kvadra-
tov le navzgor in navzdol ocenimo. Ti meji pa sta pri velikih n zelo dale£ narazen.
Poglejmo si sedaj preprosto eksplicitno formulo za izra£un ²tevila latinskih kvadra-
tov. Izrek 2.5 in njegov dokaz sta povzeta po [4, izrek 2.3].
Izrek 2.5. Naj bo In ²tevilo skr£enih latinskih kvadratov reda n. Potem je ²tevilo
latinskih kvadratov reda n enako Ln = n!(n− 1)!In
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Dokaz. Izberimo enega od In skr£enih latinskih kvadratov. Stolpce tega latinskega
kvadrata lahko zamenjamo na n! na£inov. Ker se vsi latinski kvadrati med seboj
razlikujejo vsaj v eni poziciji, nobena dva latinska kvadrata nista enaka. Poglejmo
²e vrstice. Prvo vrstico pustimo pri miru, da bomo dobili razli£ne latinske kvadrate
kot pri permutiranju stolpcev. Torej lahko vrstice permutiramo na (n−1)! razli£nih
na£inov. Spet velja, da noben latinski kvadrat, ki ga bomo na tak na£in dobili, ne
bo enak ºe dobljenim latinskim kvadratom. Prav tako nobena od re²itev dobljenih
s permutiranjem stolpcev in vrstic, razen za£etnega latinskega kvadrata, ni skr£eni
latinski kvadrat. To pomeni, da iz vsakega skr£enega latinskega kvadrata dobimo
n!(n− 1)! razli£nih latinskih kvadratov. Sledi, da je ²tevilo vseh latinskih kvadratov
res enako n!(n− 1)!In. □
red ²tevilo vseh latinskih kvadratov
1 1
2 2
3 12
4 576
5 161280
6 812851200
7 61479419904000
8 108776032459082956800
9 5524751496156892842531225600
10 9982437658213039871725064756920320000
11 776966836171770144107444346734230682311065600000
Tabela 1. tevilo vseh latinskih kvadratov do reda 11.
Kot smo ºe omenili, se ²tevilo latinskih kvadratov eksponentno pove£uje z ve£a-
njem reda, zato so trenutno izra£unana ²tevila latinskih kvadratov samo do reda
11. Enako velja tudi za ²tevilo skr£enih latinskih kvadratov in ²tevilo izotopnih
razredov. Vrednosti so povzete po [9], [10] in [8]. Iz tabel 1 in 2 je jasno razvidno,
da vse vrednosti nara²£ajo eksponentno, a sta ²tevili izotopnih razredov in skr£enih
latinskih kvadratov veliko manj²i kot ²tevilo vseh latinskih kvadratov nekega reda.
red ²tevilo izotopnih razredov ²tevilo skr£enih latinskih kvadratov
1 1 1
2 1 1
3 1 1
4 2 4
5 2 56
6 22 9408
7 564 16942080
8 1676267 535281401856
9 115618721533 377597570964258816
10 208904371354363006 7580721483160132811489280
11 12216177315369229261482540 5363937773277371298119673540771840
Tabela 2. tevilo izotopnih razredov in skr£enih latinskih kvadratov
do reda 11.
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e primerjamo ²tevilo izotopnih razredov in ²tevilo skr£enih latinskih kvadratov
pa opazimo, da je slednje vedno manj²e. Izkaºe se, da vsak izotopni razred vsebuje
vsaj en skr£en kvadrat. To bomo kasneje tudi pokazali.
Pre²tevanje ²tevila latinskih kvadratov posameznega reda je le eden od mnogih
zanimivih problemov iz kombinatori£nega podro£ja latinskih kvadratov. Vendar pa
temu podro£ju v diplomski nalogi ne bom namenjala ve£je pozornosti, saj se bom
osredoto£ila na njihov algebrai£ni vidik.
2.3. Kvazigrupe in zanke. V tem poglavju se bomo seznanili z dvema novima
pojmoma, kvazigrupo in zanko, s katerima se bomo v nadeljevanju ²e veliko sre£evali.
Nato pa bomo predstavili izotopijo kot preslikavo med kvazigrupami ter pokazali,
da je vsaka kvazigrupa izotopna zanki.
Denicija 2.6. [11] Kvazigrupa (Q, ⋆) je mnoºica Q z binarno operacijo ⋆, za katero
velja, da za vsaka a, b ∈ Q, obstajata enoli£na elementa x, y ∈ Q, ki zado²£ata:
a ⋆ x = b in y ⋆ a = b.
Elementa x in y lahko deniramo kot x := a\b oziroma y := b/a, kjer je \ levo
deljenje, / pa desno.
Denicija 2.7. Zanka je kvazigrupa z nevtralnim elementom (enoto). Torej obstaja
tak e ∈ Q, da za vsak x ∈ Q velja, da je x ⋆ e = e ⋆ x = x.
Primer 2.8. V splo²nem velja, da je vsaka grupa tudi zanka. Vemo, da je mnoºica
Zn = {0, 1, . . . , n− 1} s se²tevanjem modulo n grupa za vsak n, torej bo tudi zanka.
Pokaºimo to na primeru n = 4. Izberimo poljubna a, b ∈ Z4 in preverimo, ali
zado²£ata pogoju za kvazigrupo. V ena£bi a + x = b obstaja enoli£na re²itev za x,
saj lahko ºeleno ²tevilo b dobimo samo, ko a pri²tejemo to£no dolo£eno ²tevilo iz
Z4. Enako velja tudi za drugo enakost y + a = b. Ker sta oba pogoja izpolnjena,
je (Z4,+) kvazigrupa. e v Z4 obstaja tudi nevtralni element, bo na²a kvazigrupa
zanka. Vpra²amo se, ali obstaja tak e ∈ Z4, da bo za poljuben a ∈ Z4 veljalo
a + e = e + a = a. Tak element obstaja in je e = 0. Ker smo na²li tudi nevtralni
element, bo (Z4,+) tudi zanka. ♢
Primer 2.9. Poglejmo si od²tevanje na mnoºici celih ²tevil. Zanima nas ali (Z,−)
zado²£a pogojema za kvazigrupo. Naj bosta a, b poljubni celi ²tevili. Re²itev ena£be
a − x = b je ²tevilo x = a − b ∈ Z, ki je enoli£no dolo£eno z izbiro elementov a, b.
Enako velja tudi za enakost y− a = b, katere rezultat je enoli£en in enak y = b+ a.
Poglejmo sedaj ²e, ali lahko najdemo tudi nevtralni element. I²£emo element e ∈ Z,
za katerega bo za poljuben a ∈ Z veljalo a − e = e − a = a. Iz enakosti a − e = a
sledi, da je desni nevtralni element enak e1 = 0. Iz enakosti e − a = a pa vidimo,
da bi moral biti levi nevtralni element enak e2 = 2a, kar pa ni neodvisno od a, zato
levi nevtralni element ne obstaja. Znano je, da bo nevtralni element obstajal le, £e
obstajata levi in desni nevtralni element in sta enaka. Od tod sledi, da v na²em
primeru nevtralni element ne obstaja. Torej od²tevanje na mnoºici celih ²tevil ni
zanka, je pa kvazigrupa. ♢
Na za£etku poglavja smo denirali izotopijo kot preslikavo na latinskih kvadratih.
Sedaj, ko smo se seznanili s kvazigrupami, si poglejmo ²e, kako bi izotopijo denirali
kot preslikavo na kvazigrupah.
Denicija 2.10. Denimo, da sta (Q, ◦) in (P, ⋆) kvazigrupi. Izotopija kvazigrup iz
Q v P je trojica bijektivnih preslikav (α, β, γ) iz Q v P , za katere velja γ(x ◦ y) =
α(x) ⋆ β(y) za vsak x, y ∈ Q.
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Da sta deniciji izotopije na latinskih kvadratih in na kvazigrupah med seboj ek-
vivalentni, bomo pokazali kasneje, ko bomo ve£ vedeli o odnosu med kvazigrupami
in latinskimi kvadrati. Zaenkrat pa privzemimo za znano. Tako kot na latinskih
kvadratih, je tudi na kvazigrupah izotopija ekvivalen£na relacija. Torej lahko kvazi-
grupe razdelimo v izotopne razrede. Vsak izotopni razred kvazigrup vsebuje zanko,
od tod sledi tudi naslednja trditev.
Trditev 2.11. Vsaka kvazigrupa je izotopna zanki.
Dokaz. Naj bo (Q, ◦) kvazigrupa in e ∈ Q. Deniramo preslikavi α, β : Q → Q , da
za vsak q ∈ Q velja
α(q) ◦ e = q
α(e) ◦ β(q) = q.
Iz denicij preslikav α in β dobimo enakosti
α(e) ◦ β(e) = e in α(e) ◦ e = e.
Sledi, da je β(e) = e.
Sedaj bomo pokazali bijektivnost obeh preslikav. Najprej bomo pokazali injek-
tivnost preslikave α. Naj bosta q1, q2 razli£na elementa iz Q, za katera velja α(q1) =
h = α(q2). Sledi enakost
q1 = α(q1) ◦ e = h ◦ e = α(q2) ◦ e = q2.
Torej je α res injektivna. Na enak na£in pokaºemo injektivnost tudi za β. Naj bosta
q1, q2 razli£na elementa iz Q, za katera velja β(q1) = h = β(q2). Sledi enakost
q1 = α(e) ◦ β(q1) = α(e) ◦ h = α(e) ◦ β(q2) = q2.
Posledi£no je β injektivna preslikava. Sedaj bomo pokazali ²e surjektivnost obeh
preslikav. Naj bo q ∈ Q, za katerega obstaja tak q′ ∈ Q, da velja q ◦ e = q′.
Iz enakosti α(q′) ◦ e = q′ = q ◦ e sledi α(q′) = q. Ker za vsak q ∈ Q obstaja
tak q′ ∈ Q, je α res surjektivna. Podobno pokaºemo surjektivnost ²e za β. Naj
bo q ∈ Q, za katerega obstaja tak q′ ∈ Q, da velja α(e) ◦ q = q′. Iz enakosti
α(e) ◦ β(q′) = q′ = α(e) ◦ q sledi β(q′) = q. Ker za vsak q ∈ Q obstaja tak q′ ∈ Q, je
tudi β surjektivna. Ker sta preslikavi α in β injektivni in surjektivni, sta bijektivni.
Naj bo γ identi£na preslikava. Deniramo operacijo ⋆ na mnoºici Q kot
q1 ⋆ q2 = α(q1) ◦ β(q2).
Enakost x⋆ qj = qk je po deniciji operacije ⋆ ekvivalentna α(x) ◦β(qj) = qk. Ker je
(Q, ◦) kvazigrupa, je α(x) enoli£no dolo£ena. Zaradi bijektivnosti preslikave α pa je
tudi x enoli£no dolo£en. Podobno je enakost qi⋆y = qk ekvivalentna α(qi)◦β(y) = qk.
Ker je (Q, ◦) kvazigrupa, je β(y) enoli£no dolo£ena. Iz bijektivnosti preslikave β pa
sledi tudi enoli£nost y. Ker obstajata enoli£ni re²itvi x in y ena£b x ⋆ qj = qk in
qi ⋆ y = qk, je (Q, ⋆) kvazigrupa. Za vsak q ∈ Q veljata ena£bi
q ⋆ e = α(q) ◦ β(e) = α(q) ◦ e = q in e ⋆ q = α(e) ◦ β(q) = q,
zato je element e enota (Q, ⋆). Zaradi obstoja enote pa je (Q, ⋆) zanka.
Za konec moramo pokazati ²e, da je trojica preslikav (α, β, γ) izotopija iz (Q, ⋆)
v (Q, ◦). Ena£ba γ(a ⋆ b) = a ⋆ b = α(a) ◦ β(b) zado²£a deniciji izotopije. Sledi, da
je poljubna kvazigrupa izotopna zanki. □
To nam pove, da je tudi vsak latinski kvadrat izotopen skr£enemu latinskemu
kvadratu. Ko bomo vedeli ve£ o odnosu med kvazigrupami in latinskimi kvadrati,
bomo to tudi pokazali.
9
3. Kvazigrupe, grupe in latinski kvadrati
Z grupami smo se ºe sre£ali pri algebri, zato bomo na za£etku tega poglavja samo
na hitro ponovili aksiome za grupo. Kasneje pa se bomo posvetili odnosu med
kvazigrupami in grupami ter latinskimi kvadrati. Sledili bomo [2, str. 16, 17] in [3,
str. 3-5].
Mnoºica G z binarno operacijo ◦ je grupa, £e zado²£a naslednjim aksiomom:
(1) asociativnost: za vsake a, b, c ∈ G je (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)
(2) obstoj nevtralnega elementa: obstaja tak e ∈ G, da za vsak a ∈ G velja
e ◦ a = a ◦ e = a
(3) obstoj inverza: za vsak a ∈ G obstaja tak b ∈ G, da bo a ◦ b = b ◦ a = e.
e je grupa ²e komutativna - za vsaka a, b ∈ G velja a ◦ b = b ◦ a, pravimo, da je
grupa Abelova. [6]
Denicija 3.1. Naj bo G = {g1, . . . , gn} mnoºica elementov in ◦ operacija, deni-
rana na G. Cayleyjeva tabela je tabela velikosti n× n, ki ima v i-ti vrstici in j-tem
stolpcu element gi ◦ gj.
+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3
Slika 3. Cayleyjeva tabela grupe (Z5,+)
Iz slike 3, je jasno razvidno, da se v vsakem stolpcu in vsaki vrstici Cayleyjeve
tabele grupe (Z5,+) vsaka ²tevilka pojavi natanko enkrat. Torej je Cayleyjeva tabela
te grupe latinski kvadrat. Poglejmo si, kako lahko Cayleyjeve tabele kvazigrup in
grup poveºemo z latinskimi kvadrati.
Izrek 3.2. Cayleyjeva tabela kvazigrupe (Q, ◦) je latinski kvadrat.
Dokaz. Naj bodo a1, a2, . . . , an elementi kvazigrupe (Q, ◦). Naj bo ars element, ki se
pojavi v r-ti vrstici in s-tem stolpcu njene Cayleyjeve tabele. Torej je ars = ar ◦ as.
Recimo, da se v r-ti vrstici element b pojavi dvakrat. To pomeni, da obstajata taka
stolpca s in t, s ̸= t, da velja ars = art = b. Posledi£no ima ena£ba ar ◦ x = b dve
re²itvi, kar pa je v protislovju z denicijo kvazigrupe, ki pravi, da obstaja enoli£na
re²itev take ena£be. Torej se element b v vsaki vrstici lahko pojavi natanko enkrat.
Na isti na£in lahko pokaºemo, da se vsak element v vsakem stolpu pojavi natanko
enkrat. Recimo, da imamo element a, ki se v r-tem stolpcu pojavi dvakrat. To
pomeni, da obstajata taki vrstici s in t, s ̸= t, da velja asr = atr = a. Iz tega sledi,
da obstajata dve re²itvi ena£be y◦ar = a. To je v protislovju z denicijo kvazigrupe,
ki pravi, da ima ta ena£ba enoli£no re²itev. Torej se lahko vsak element v vsakem
stolpcu pojavi natanko enkrat. Iz tega sledi, da je Cayleyjeva tabela kvazigrupe
latinski kvadrat. □
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Ker je vsaka zanka in vsaka grupa tudi kvazigrupa, iz izreka 3.2 sledi, da je enakost
izpolnjena tudi za zanke in grupe.
Posledica 3.3. Cayleyjeva tabela zanke (P, ◦) je latinski kvadrat.
Posledica 3.4. Cayleyjeva tabela grupe (G, ◦) je latinski kvadrat.
Sedaj vemo, da je Cayleyjeva tabela vsake grupe in kvazigrupe latinski kvadrat.
Latinski kvadrat dobimo iz Cayleyjeve tabele tako, da odstranimo robno vrstico in
robni stolpec, ki tabelo omejujeta. Pojavi pa se vpra²anje, kdaj velja tudi v obratni
smeri. Zanima nas, ali tudi za vsak latinski kvadrat velja, da obstaja tak²na kvazi-
grupa, za katero velja, da je njena Cayleyjeva tabela latinski kvadrat. Za kvazigrupe
to velja. Ker se vsak element v vsakem stolpcu in v vsaki vrstici pojavi natanko
enkrat, je pogoj, da so ena£be iz denicije kvazigrupe enoli£no re²ljive, izpolnjen. To
pomeni, da je vsak latinski kvadrat Cayleyjeva tabela neke kvazigrupe. Smiselno se
je vpra²ati, ali lahko ekvivalenco med latinskimi kvadrati in kvazigrupami raz²irimo
tudi na grupe. Na primeru lahko pokaºemo, da tega ne moremo storiti.
Primer 3.5 (Latinski kvadrat, ki ni Cayleyjeva tabela nobene grupe). e ºelimo
pokazati, da je latinski kvadrat ekvivalenten Cayleyjevi tabeli grupe, mora ta za-
do²£ati pogojem za grupo - obstoj enote, inverza in asociativnost. Preverili bomo
asociativnost te Cayleyjeve tabele.
◦ e a b c d
e e a b c d
a a e d b c
b b c e d a
c c d a e b
d d b c a e
Poglejmo si elemente a, b, c.
(1) (a ◦ b) ◦ c = d ◦ c = a
(2) a ◦ (b ◦ c) = a ◦ d = c
Vrednosti ena£b (1) in (2) se razlikujeta, zato operacija ◦ ni asociativna. Torej ta
latinski kvadrat ni Cayleyjeva tabela nobene grupe. ♢
Sedaj, ko vemo, da lahko na vse latinske kvadrate gledamo kot na Cayleyjeve
tabele kvazigrup, lahko pokaºemo, da sta deniciji izotopije na kvazigrupah in la-
tinskih kvadratih res ekvivalentni.
Naj bosta L latinski kvadrat, enak Cayleyjevi tabeli kvazigrupe (Q, ◦) in L′ la-
tinski kvadrat, enak Cayleyjevi tabeli kvazigrupe (P, ⋆). Trojica preslikav (α, β, γ)
naj bo izotopija iz L v L′. Iz denicije izotopije za latinske kvadrate vemo, da lahko
elemente latinskega kvadrata L zapi²emo kot trojice (i, j, k), elemente latinskega
kvadrata L′ pa kot trojice (α(i), β(j), γ(k)). Ker je latinski kvadrat L Cayleyjeva
tabela kvazigrupe, so njegovi elementi oblike (i, j, k) = (i, j, i ◦ j), elementi L′ pa
so posledi£no enaki (α(i), β(j), γ(k)) = (α(i), β(j), γ(i ◦ j)). Ker pa je tudi latin-
ski kvadrat L′ Cayleyjeva tabela kvazigrupe, morajo biti njegovi elementi oblike
(α(i), β(j), α(i) ⋆ β(j)). Iz tretje komponente latinskega kvadrata L′ sledi enakost
γ(i ◦ j) = α(i) ⋆ β(j). To pa je ravno denicija izotopije za kvazigrupe.
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Sedaj lahko pokaºemo tudi, da iz trditve 2.11 res sledi, da je vsak latinski kvadrat
izotopen skr£enemu latinskemu kvadratu. Vemo, da je vsaka Cayleyjeva tabela kvaz-
igrupe latinski kvadrat. Vsi latinski kvadrati, ki jih dobimo s permutacijo stolpcev
in vrstic prvotnega latinskega kvadrata, bodo v istem izotopnem razredu. S permu-
tacijami stolpcev in vrstic pa lahko iz vsakega latinskega kvadrata dobimo skr£eni
latinski kvadrat, torej bo res v vsakem izotopnem razredu tudi skr£en latinski kva-
drat. Imejmo Cayleyjevo tabelo (L, ·), ki ima prvo vrstico in prvi stolpec urejena
v naravnem vrstnem redu. Prvi element robne vrstice in robnega stolpca naj bo e.
Ker v prvi vrstici za vsak element a ∈ L velja, da je e · a = a, je e levi nevtralni
element. Za vsak element a ∈ L prvega stolpca velja, da je a · e = a, zato je e
tudi desni nevtralni element. Ker sta enaka, nevtralni element obstaja in je enak
e. Torej je (L, ·) zanka. e odvzamemo Cayleyjevi tabeli robno vrstico in robni
stolpec, dobimo skr£eni latinski kvadrat.
Zaradi ekvivalence med latinskimi kvadrati in Cayleyjevimi tabelami kvazigrup,
rezultati, ki veljajo na kvazigrupah, veljajo tudi za latinske kvadrate. Na slede£ na£in
bomo iskali tudi kriterije, ki bi omogo£ili obstoj izotopije med latinskimi kvadrati
in Caleyjevimi tabelami grup. Za latinski kvadrat, ki je izotopen Cayleyjevi tabeli
neke grupe, pravimo, da je porojen z grupo.
4. Kriteriji za porojenost z grupo
V prej²njem poglavju smo pokazali, da ekvivalenca med latinskimi kvadrati in
Cayleyjevimi tabelami grup v splo²nem ne velja. Zato se bomo sedaj posvetili
vpra²anju, za katere latinske kvadrate pa porojenost z grupo velja. Seznanili se
bomo z nekaj kriteriji, ki porojenost z grupo zagotavljajo, in na primerih podrobneje
spoznali njihovo delovanje. Sledili bomo [3, str. 41-55].
4.1. tirikotni kriterij. Najstarej²i kriterij za ugotavljanje porojenosti latinskega
kvadrata z grupo je ²tirikotni kriterij. Odkril ga je Frolov leta 1890 in dokazal, da je
potreben in hkrati tudi zadosten pogoj za porojenost latinskega kvadrata z grupo.
Najprej si poglejmo kratko lemo, ki jo bomo uporabili v dokazu ²tirikotnega kri-
terija.
Lema 4.1. e je trojica preslikav (α, β, γ) izotopija iz (Q, ·) v (Q′, ⋆) in je a·b = c·d
v Q, potem je α(a) ⋆ β(b) = α(c) ⋆ β(d).
Dokaz. Uporabimo denicijo izotopije. Velja: α(a) ⋆ β(b) = γ(a · b) = γ(c · d) =
α(c) ⋆ β(d). Enakost iz leme sledi. □
Izrek 4.2 (tirikotni kriterij). Kvazigrupa (Q, ·) je izotopna grupi, £e in samo £e za
poljubne elemente a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 ∈ Q velja ²tirikotni pogoj, ki pravi, da iz
enakosti a1 · c1 = a2 · c2, a1 · d1 = a2 · d2 in b1 · c1 = b2 · c2 sledi b1 · d1 = b2 · d2.
Dokaz. Najprej bomo pokazali, da ²tirikotni pogoj velja za grupe. Naj bo (G, ·)
grupa in naj bodo a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 ∈ G elementi, ki zado²£ajo enakostim
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a1 · c1 = a2 · c2, a1 · d1 = a2 · d2 in b1 · c1 = b2 · c2. Potem velja
b1 · d1 = b1 · c1 · c−11 · a−11 · a1 · d1
= (b1 · c1) · (a1 · c1)−1 · (a1 · d1)
= (b2 · c2) · (a2 · c2)−1 · (a2 · d2)
= b2 · c2 · c−12 · a−12 · a2 · d2
= b2 · d2
Iz leme 4.1 sledi, da enakost b1 ·d1 = b2 ·d2 velja tudi za kvazigrupo Q, ki je izotopna
grupi G.
Sedaj bomo pokazali, da je vsaka kvazigrupa, ki zado²£a ²tirikotnemu pogoju, iz-
otopna grupi. Naj bo (S, ◦) kvazigrupa, ki zado²£a ²tirikotnemu pogoju. Iz leme
4.1 sledi, da tudi vse (Q, ·), izotopne kvazigrupi (S, ◦), izpolnjujejo ²tirikotni pogoj.
Ker iz trditve 2.11 vemo, da je vsaka kvazigrupa izotopna zanki, lahko brez ²kode
za splo²nost predpostavimo, da je (Q, ·) zanka z enoto e. Naj bodo a, b, c ∈ Q. Naj
velja a1 = e, a2 = b, b1 = a, b2 = a · b, c1 = b, c2 = e, d1 = b · c in d2 = c. Potem velja
a1 · c1 = e · b = b · e = a2 · c2
a1 · d1 = e · (b · c) = b · c = a2 · d2
b1 · c1 = a · b = (a · b) · e = b2 · c2.
Iz ²tirikotnega pogoja sledi, da je
a · (b · c) = b1 · d1 = b2 · d2 = (a · b) · c.
To pomeni, da je (Q, ·) asociativna zanka, torej je grupa. □
tirikotni pogoj je laºje razumljiv, £e ga predstavimo gra£no. Pri tem na ele-
mente a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 ∈ Q gledamo kot na stolpce oz. vrstice Cayleyjeve
tabele (Q, ·). Kar pomeni, da bodo produkti teh elementov elementi te Cayleyjeve
tabele. e je ²tirikotni pogoj izpolnjen, bo mesto ozna£eno z ? imelo vrednost d.
Za ve£jo preglednost, so preostali, trenutno nepomembni elementi Cayleyjeve tabele
izpu²£eni.
c1 · · · d1 c2 · · · d2
a1 a · · · b
...
... . . .
...
b1 c · · · d
a2 a · · · b
...
... . . .
...
b2 c · · · ?
Slika 4. Gra£ni prikaz ²tirikotnega kriterija.
Primer 4.3 (Izpolnjen in neizpolnjen ²tirikotni kriterij). Za Cayleyjevo tabelo grupe
(Z5,+) imamo na levi podan primer dveh ²tirikotnikov, ki zado²£ata ²tirikotnemu
pogoju. Hitro lahko opazimo, da to nista edina primera takih ²tirikotnikov. Ker
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je latinski kvadrat porojen z grupo, to namre£ velja za vse moºne pare ²tirikotni-
kov, ki se ujemajo v treh ogli²£ih. Kar pomeni, da moramo zato, da bi s pomo£jo
²tirikotnega pogoja pokazati porojenost latinskega kvadrata z grupo, preveriti vse
moºne ²trikotnike danega latinskega kvadrata. Ker za to ne obstaja noben u£inko-
vit algoritem, je to pregledovanje zelo zamudno. Dosti laºje je pokazati, da dani
latinski kvadrat ni porojen z grupo. Dovolj je namre£ najti en primer, ki ne zado²£a
²tirikotnemu pogoju. Primer latinskega kvadrata, ki ni porojen z grupo, imamo na
desni. tirikotnika se ujemata v treh ogli²£ih, v £etrtem pa se vrednosti razlikujeta.⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 2 3 4
1 2 3 4 0
2 3 4 0 1
3 4 0 1 2
4 0 1 2 3
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ →
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 · · ·
1 2 · · ·
· · · · ·
· · 0 1 ·
· · 1 2 ·
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 2 3 4
1 0 3 4 2
2 4 0 1 3
3 2 4 0 1
4 3 1 2 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ →
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 · · ·
1 0 · · ·
· · 0 1 ·
· · · · ·
· · 1 2 ·
⎤⎥⎥⎥⎥⎦
♢
Pri dokazovanju izreka 4.2 smo pokazali, da je ²tirikotni pogoj za zanke ekviva-
lenten asociativnosti na zankah. Od tod sledi naslednja posledica.
Posledica 4.4. Zanka zado²£a ²tirikotnemu kriteriju natanko takrat, ko je asocia-
tivna, torej je grupa.
Za kvazigrupe pa posledica 4.4 ne velja v splo²nem. Lahko najdemo kvazigrupo,
ki bo zado²£ala ²tirikotnemu kriteriju, a ne bo asociativna.
◦ 0 1 2
0 0 2 1
1 1 0 2
2 2 1 0
Slika 5. Najmanj²a neasociativna kvazigrupa, ki zado²£a ²tiriko-
tnemu kriteriju.
Najmanj²a tak²na kvazigrupa je izotopna grupi (Z3, ◦). Izpolnjuje ²tirikotni po-
goj, a ker imata enakosti
(1 ◦ 2) ◦ 1 = 2 ◦ 1 = 1
1 ◦ (2 ◦ 1) = 1 ◦ 1 = 0
razli£ne vrednosti, ni asociativna.
e ºelimo, da bo zanka izotopna grupi, mora biti, glede na posledico 4.4, tudi
sama grupa. Iz trditve, ki jo je Albert objavil v £lanku leta 1943, pa vidimo, da
velja ²e ve£.
Trditev 4.5. Zanka (L, ⋆) je izotopna grupi (G, ·) natanko takrat, ko je (L, ⋆) grupa,
ki je izomorfna (G, ·).
Grupi (G, ◦) in (H, ⋆) sta izomorfni, £e obstaja taka bijektivna preslikava f : G →
H, da za poljubna elementa u, v ∈ G velja f(u ◦ v) = f(u) ⋆ f(v). Taki preslikavi f
re£emo izomorzem. V uvodnem poglavju smo se sre£ali z izotopijo, kot preslikavo
med dvema kvazigrupama. Pri dokazovanju zgornjega izreka si bomo pomagali s
povezavo med izotopijo in izomorzmom. e je trojica preslikav (α, α, α) izotopija
iz (G, ◦) v (H, ⋆) , potem je preslikava α izomorzem iz (G, ◦) v (H, ⋆). Da je to res,
ni teºko pokazati, saj sledi iz denicij izotopije in izomorzma. Ker je α izotopija,
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je α bijektivna preslikava in velja α(u) ⋆ α(v) = α(u ◦ v), to pa je ravno denicija
izomorzma.
Dokaz. Naj bo trojica preslikav (α, β, γ) izotopija iz grupe (G, ·) v zanko (L, ⋆) in
naj bo e enota zanke L. Naj bosta g, h ∈ G taka enoli£na elementa, za katera velja
α(g) = β(h) = e. Potem za vsak x ∈ G veljata ena£bi
γ(x · h) = α(x) ⋆ β(h) = α(x) ⋆ e = α(x)
γ(g · x) = α(g) ⋆ β(x) = e ⋆ β(x) = β(x)
Denirajmo preslikavo f : G → L tako, da je f(x) = γ(g · x · h). Velja
f(x) = f(y) ⇐⇒ γ(g · x · h) = γ(g · y · h) ⇐⇒ g · x · h = g · y · h ⇐⇒ x = y,
zato je f injektivna preslikava. Poglejmo ²e surjektivnost f . Za l ∈ L obstaja tak
g ∈ G, da je γ(x) = l. Torej je
f(g−1 · x · h−1) = γ(g · g−1 · x · h−1 · h) = γ(x) = l.
Ker je f injektivna in surjektivna, je tudi bijektivna. Iz
f(x · y) = γ(g · (x · y) · h) = γ((g · x) · (y · h))
= α(g · x) ⋆ β(y · h) = γ(g · x · h) ⋆ γ(g · y · h)
= f(x) ⋆ f(y)
sledi, da je f izomorzem iz (G, ·) v (L, ⋆). □
e upo²tevamo, da je vsaka grupa tudi zanka, iz trditve 4.5 dobimo naslednjo
posledico.
Posledica 4.6. Naj bosta G1 in G2 grupi. Potem je G1 izotopna G2 natanko takrat,
ko je G1 izomorfna G2.
Iz posledice 4.6 in ob upo²tevanju, da je izotopija tranzitivna relacija, pa dobimo
naslednjo posledico.
Posledica 4.7. Naj bo kvazigrupa Q1 izotopna grupi G1 in kvazigrupa Q2 naj bo
izotopna grupi G2. Potem je Q1 izotopna Q2 natanko takrat, ko je G1 izomorfna
G2.
Iz posledice 4.7 sledi, da za latinski kvadrat izotopen Cayleyjevi tabeli grupe velja,
da je ta grupa dolo£ena do izomorzma natan£no.
Poglejmo si sedaj razli£ico ²tirikotnega kriterija za zanke, ki jo je leta 1927 preu-
£eval Brandt.
Izrek 4.8. Zanka (L, ·) z enoto e je izotopna grupi natanko takrat, ko za vsak
a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 ∈ Q iz enakosti a1 · c1 = e = a2 · c2, a1 · d1 = a2 · d2 in
b1 · c1 = b2 · c2 sledi enakost b1 · d1 = b2 · d2.
Dokaz. Dovolj je pokazati, da zgornji izrek izpolnjuje ²tirikotni pogoj. Ker so zgornje
enakosti le poseben primer ²tirikotnega pogoja, ko ima a1 · c1 vrednost e, bodo
prav tako veljale. Recimo, da je pogoj iz izreka izpolnjen in naj bodo elementi
a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 ∈ Q taki, da zanje velja a1 · c1 = a2 · c2, a1 · d1 = a2 · d2 in
b1 · c1 = b2 · c2. Pokazali bomo, da velja tudi b1 · d1 = b2 · d2 tako, da bomo dvakrat
ponovili isti postopek. Naj bosta A1 in A2 elementa, ki zado²£ata A1 · c1 = e in
15
A2 · c2 = e in naj bo D2 tak element, ki zado²£a A2 · D2 = A1 · d1. Izberemo
B1 = a1, B2 = a2, C1 = c1, C2 = c2 in D1 = d1. Veljajo enakosti
A1 · C1 = A1 · c1 = e = A2 · c2 = A2 · C2
A1 ·D1 = A1 · d1 = A2 ·D2
B1 · C1 = a1 · c1 = a2 · c2 = B2 · C2
Iz pogoja iz izreka sledi, da je B1 · D1 = B2 · D2. Kar pomeni, da iz B1 · D1 =
a1 · d1 = a2 · d2 in B2 · D2 = a2 · D2 sledi enakost D2 = d2. Sedaj izberemo
A′1 = A1, A
′
2 = A2, B
′
1 = b1, B
′
2 = b2, C
′
1 = C1 = c1, C
′
2 = C2 = c2, D
′
1 = D1 = d1 in
D′2 = D2 = d2. Veljajo enakosti
A′1 · C ′1 = A1 · c1 = e = A2 · c2 = A′2 · C ′2
A′1 ·D′1 = A1 ·D1 = A2 ·D2 = A′2 ·D′2
B′1 · C ′1 = b1 · c1 = b2 · c2 = B′2 · C ′2
Iz pogoja iz izreka sledi, da je B′1 · D′1 = B′2 · D′2. Ker pa je, B′1 · D′1 = b1 · d1 in
B′2 ·D′2 = b2 · d2, je b1 · d1 = b2 · d2, kar pomeni, da je ²tirikotni pogoj izpolnjen. □
4.2. Aczélov test. Leta 1969 je madºarski matematik Azcél opisal test, ki podaja
odgovor na vpra²anje, kako lahko iz Cayleyjeve tabele grupoida dolo£imo, ali je
operacija asociativna ali ne. Pri tem grupoid razumemo kot mnoºico, na kateri
imamo denirano binarno operacijo. e ta test uporabimo na zankah, postane
razli£ica ²tirikotnega kriterija.
Izrek 4.9 (Aczélov test za zanke). Zanka (L, ·) je grupa natanko takrat, ko za vse
x, b1, b2, d1, d2 ∈ L iz enakosti x · d1 = d2 in b2 · x = b1 sledi enakost b1 · d1 = b2 · d2.
Dokaz. Pogoj iz izreka je razli£ica ²tirikotnega kriterija, pri katerem je a2 = c1 = e
in a1 = c2 = x. Pri tem velja, da je element e nevtralni element zanke (L, ·). Po
posledici 4.4 (L, ·) izpolnjuje potreben pogoj za grupo.
Sedaj pa bomo pokazali ²e, da je ta pogoj tudi zadosten. Recimo, da (L, ·) zado²£a
pogoju iz izreka in naj bodo a, b, c ∈ L. Izberemo x = b, b1 = a · b, b2 = a, d1 = c in
d2 = b · c. Potem veljata enakosti
x · d1 = b · c = d2 in b2 · x = a · b = b1.
Ker je pogoj iz izreka izpolnjen, velja
a · (b · c) = b2 · (x · d1) = b2 · d2 = b1 · d1 = (a · b) · c,
kar pomeni, da je zanka (L, ·) asociativna. Sledi, da je (L, ·) grupa. □
Tudi ta test bomo za laºje razumevanje predstavili ²e v gra£ni obliki. Podobno
kot pri ²tirikotnem kriteriju, bomo tudi tukaj zaradi ve£je preglednosti nekatera polja
pustili prazna. Iz ena£b x · d1 = d2 in b2 · x = b1 dobimo tri ogli²£a ²tirikotnikov
in sicer x, d2 in b1. Vidimo, da sta tukaj za razliko od ²tirikotnega kriterija po dve
ogli²£i na robni vrstici ali stolpcu Cayleyjeve tabele. Aczélov test velja, ko ima
element ? vrednost y.
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d1 x · · · d2
x · · · d2
...
...
...
...
...
...
b1 · · · y
...
...
...
...
...
...
...
...
b2 b1 · · · ?
Slika 6. Gra£na predstavitev Aczélovega testa za zanke.
Sedaj si bomo na dveh Cayleyjevih tabelah reda 9 pogledali primera ²tirikotnikov,
ki izpolnjujeta Aczélov test in primer ²tirikotnikov, ki ga ne izpolnjujeta.
Primer 4.10. Za Cayleyjevo tabelo zanke na levi ºelimo z Aczélovim testom ugo-
toviti, ali je Cayleyjeva tabela grupe. Od tod bi sledilo, da je latinski kvadrat, ki
ga dobimo iz te tabele z odstranitvijo robne vrstice in robnega stolpca, porojen z
grupo. Porojenost z grupo bo veljala samo v primeru, ko bo pogoj iz Aczélovega
testa veljal za vse pare ²tirikotnikov, ki se ujemajo v treh ogli²£ih, kar pa je zaradi
velikega ²tevila parov zelo zamudno za pokazati. Zato si bomo pogledali samo dva
primera ²tirikotnikov, ki pogoj izpolnjujeta. Pri izbiri ogli²£ ²tirikotnikov moramo
paziti na to, da imamo v vsakem paru ²tirikotnikov enega, ki ima dve ogli²£i na robni
vrstici in enega z dvema ogli²£ema na robnem stolpcu. Na sredinski sliki imamo dva
²tirikotnika, ki se ujemata v ogli²£ih 3, 4 in 7. Pri tem velja, da po dve izmed njih
leºita na robni vrstici ali robnem stolpcu. Ker se ujemata tudi v £etrtem ogli²£u, je
pogoj iz Aczélovega testa izpolnjen.
Poglejmo si sedaj ²e drugi primer parov ²tirikotnikov, ki zado²£ata pogoju. Ker iz
tega, da se ujemata v treh ogli²£ih sledi, da se tudi v £etrtem, je pogoj res izpolnjen.
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 5 3 7 8 0 4 2 6
2 2 3 6 4 1 7 0 8 5
3 3 7 4 8 5 2 1 6 0
4 4 8 1 5 7 6 3 0 2
5 5 0 7 2 6 1 8 3 4
6 6 4 0 1 3 8 2 5 7
7 7 2 8 6 0 3 5 4 1
8 8 6 5 0 2 4 7 1 3
3 4
· ·
7 8
3 · · 4
· ·
· ·
· ·
7 · · 8
1 · · 4
· ·
1 · · · · · 4
· · · ·
· · · ·
· · · ·
· · · ·
6 · · · · · 2
· ·
6 · · 2
♢
Velikosti in postavitev ²tirikotnikov so v celoti odvisne od izbire elementov x, b1, b2,
d1 in d2. Pri primerjanju s sliko 6 pa opazimo, da pri iskanju ²tirikotnikov po tabeli ne
potrebujemo vedeti, kak²ne so vrednosti d1 in b2. Sedaj si bomo na primeru pogledali
²e zanko, za katero Aczélov test ne velja, torej ta latinski kvadrat ni porojen z grupo.
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Primer 4.11. Na levi strani imamo primer Cayleyjeve tabele zanke reda 9. Da
ovrºemo trditev, da je ta Cayleyjeva tabela porojena z grupo, je dovolj poiskati ºe
en sam par, ki pogoja iz Aczélovega testa ne izpolnjuje. Torej moramo poiskati par
²tirikotnikov, ki se ujemata v treh ogli²£ih, v £etrtem pa ne. Na desni imamo primer
takih ²tirikotnikov, ki se ujemata v vozli²lih 0, 7 in 8, v £etrtem pa ne, saj ima en
vrednost 1, drugi pa 7. Kot smo ºe prej videli, na postavitev ²tirikotnikov vpliva
izbira elementov x, b1, b2, d1 in d2. Ker je v tem primeru stolpec x bolj desno, kot
stolpec d2, je drugi ²tirikotnik zrcalen prvemu.
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2 3 0 5 6 7 8 4
2 2 3 0 1 6 7 8 4 5
3 3 0 1 2 7 8 4 5 6
4 4 5 6 7 8 0 1 2 3
5 5 6 7 8 1 4 0 3 2
6 6 7 8 4 2 3 5 0 1
7 7 8 4 5 3 1 2 6 0
8 8 4 5 6 0 2 3 1 7
0 · · · · · · 7
· ·
1 · · · · · · 8
7 · · · · · · · 0
8 · · · · · · · 7
♢
Jonathan Hall je izpostavil, da lahko Aczélov test uporabimo tudi na kvazigrupah
in latinskih kvadratih, ki nimajo robnega stolpca in robne vrstice, £e ju primerno
omejimo. Vemo, da bo v Cayleyjevi tabeli zanke x prvi element v vrstici indeksirani
z x in y prvi element v stolpcu indeksiranem z y. Torej lahko v primeru, da za
robno vrstico in robni stolpec vzamemo kar prvo vrstico in prvi stolpec, Aczélov
test uporabimo tudi na latinskih kvadratih in Cayleyjevih tabelah kvazigrup, ne
samo na zankah.
4.3. Thomsenov pogoj. Pogledali smo si ºe nekaj razli£ic ²tirikotnega kriterija,
s katerimi ugotavljamo porojenost latinskega kvadrata z grupo. Ob tem se pojavi
vpra²anje, ali je moºno dose£i, da latinski kvadrat ni porojen samo z grupo, ampak
celo z Abelovo grupo. Leta 1939 je Thomsen odkril precej neposreden pristop,
imenovan Thomsenov pogoj, ki je soroden ²tirikotnemu kriteriju. Dokaz, ki ga
bomo predstavili pa je Aczélovo delo iz let 1964 in 1965.
Izrek 4.12 (Thomsenov pogoj). Kvazigrupa (Q, ·) je izotopna Abelovi grupi natanko
takrat, ko za poljubne a1, a2, a3, b1, b2, b3 ∈ Q velja, da iz enakosti a1 · b2 = a2 · b1 in
a1 · b3 = a3 · b1 sledi enakost a2 · b3 = a3 · b2.
Dokaz. Naj bo (Q, ·) Abelova grupa z enoto e in naj veljata enakosti a1 ·b2 = a2 ·b1 in
a1·b3 = a3·b1. Ker je grupa Abelova ima vsak element svoj inverz, zato lahko namesto
enakosti a2 · b3 = a3 · b2, pokaºemo njej ekvivalentno enakost a2 · b3 · (a3 · b2)−1 = e,
kjer je e nevtralni element grupe. Dobimo
(3) a2 · b3 · (a3 · b2)−1 = a2 · a3 · b−12 · a−13 .
Izrazimo a−13 iz druge ena£be izreka in dobimo a
−1
3 = b1 · b−13 · a−11 . Vstavimo a−13 v
ena£bo (3) ter upo²tevamo komutativnost Abelove grupe in enakost a1 · b2 = a2 · b1,
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da dobimo
a2 · b3 · (a3 · b2)−1 = a2 · b3 · b−12 · b1 · b−13 · a−11 = a2 · b−12 · a−11 · b1 =
= a2 · b1 · (a1 · b2)−1 = a2 · b1 · (a2 · b1)−1 = e.
Torej a2 · b3 = a3 · b2 velja in po lemi 4.1 velja tudi za kvazigrupe izotopne Abelovi
grupi (Q, ·).
Predpostavimo, da je Thomsenov pogoj izpolnjen za (Q, ·). Iz leme 4.1 sledi,
da Thomsenov pogoj potem velja tudi za vse, ki so izotopni (Q, ·). Iz trditve 2.11
pa sledi, da obstaja v tem izotopnem razredu tudi zanka, zato lahko brez ²kode
za splo²nost predpostavimo, da je (Q, ·) zanka. Sedaj bomo pokazali, da je (Q, ·)
tudi komutativna. Naj bosta a, b ∈ Q in izberemo a1 = b1 = e, a2 = b2 = a in
a3 = b3 = b. Potem veljata enakosti
a1 · b2 = a = a2 · b1 in a1 · b3 = b = a3 · b1.
Iz Thomsenovega pogoja sledi, da je a · b = a2 · b3 = a3 · b2 = b · a. Ker sta a in b
poljubna, to velja za vse pare elementov iz Q, torej je grupa (Q, ·) komutativna.
Sedaj bomo pokazali ²e, da iz Thomsenovega pogoja sledi ²tirikotni kriterij.
Pri dokazovanju bomo trikrat zapored uporabili Thomsenov kriterij. Naj bodo
a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 ∈ Q, ki zado²£ajo enakostim a1 · c1 = a2 · c2, a1 · d1 = a2 · d2
in b1 · c1 = b2 · c2. Naj bodo A1 = a2, A2 = a1, B1 = d1, B2 = d2, B3 = c1 in izberemo
tak A3, da zado²£a enakosti A1 ·B3 = A3 ·B1. Potem veljata enakosti
A1 ·B2 = a2 · d2 = a1 · d1 = A2 ·B1 in A1 ·B3 = A3 ·B1.
Torej iz Thomsenovega pogoja sledi A2 · B3 = A3 · B2. Sedaj nastavimo vrednosti
A′1 = b2, A
′
2 = b1, A
′
3 = A1 = a2, B
′
1 = B3 = c1, B
′
2 = c2 in izberemo tak B
′
3, da velja
enakost A′1 ·B′3 = A′3 ·B′1. Potem veljata enakosti
A′1 ·B′2 = b2 · c2 = b1 · c1 = A′2 ·B′1 in A′1 ·B′3 = A′3 ·B′1.
Torej iz Thomsonovega pogoja sledi A′2 ·B′3 = A′3 ·B′2. Tokrat vrednosti nastavimo
na A′′1 = A3, A
′′
2 = A
′
2 = b1, A
′′
3 = A
′
1 = b2, B
′′
1 = B
′
3, B
′′
2 = B2 = d2 in B
′′
3 = B1 = d1.
Sledi
A′′1 ·B′′2 = A3 ·B2 = A2 ·B3 = a1 · c1 = a2 · c2 = A′3 ·B′2 = A′2 ·B′3 = A′′2 ·B′′1
in A′′1 ·B′′3 = A3 ·B1 = A1 ·B3 = A′3 ·B′1 = A′1 ·B′3 = A′′3 ·B′′1 .
Torej iz Thomsenovega pogoja sledi A′′2 ·B′′3 = A′′3 ·B′′2 , kar pa je enako b1 ·d1 = b2 ·d2.
Sledi, da je ²tirikotni pogoj izpolnjen. □
Za laºje razumevanje Thomsenovega kriterija je na sliki 7 predstavljen ²e gra£no.
Opazimo, da se ²tirikotnika ujemata v ogli²£ih a in b, ogli²£e na mestu a2 · b2 pa
jima je skupno, torej se ujemata tudi v njem. To pomeni, da nam vrednosti a2 · b2
ni potrebno poznati. Thomsenov pogoj bo izpolnjen, ko bo na mestu ? element c.
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b1 b2 b3
a1 a · · · b
...
...
a2 a · · · · · · c
...
...
a3 b · · · ?
Slika 7. Gra£na predstavitev Thomsenovega kriterija.
Sedaj si bomo na latinskih kvadratih reda 8 pogledali primera izpolnjenega in
neizpolnjenega Thomsenovega kriterija.
Primer 4.13. Na levi strani slike imamo latinski kvadrat reda 8. Podobno kot pri
prej²njih kriterijih mora biti Thomsenov pogoj izpolnjen za vse a1, a2, a3, b1, b2, b3,
da bo latinski kvadrat porojen z Abelovo grupo. Na sredinski sliki imamo prvi
primer ²tirikotnikov, ki izpolnjujeta Thomsenov pogoj. Postavitev ²tirikotnikov je
enaka kot na sliki 7. Vidimo, da se ²tirikotnika res ujemata v treh ogli²£ih - 1, 3
in skupnem ogli²£u. Od tod pa sledi, da se ujemata tudi v £etrtem, kjer imata oba
vrednost 7.
Na desni sliki, imamo primer izpolnjenega Thomsenovega kriterija, pri katerem
pa je postavitev stolpcev in vrstic malo druga£na kot na sliki 7. Najbolj levo je
stolpec b3, sledi stolpec b2 in nato ²e stolpec b1. Pri vrsticah pa je razporeditev od
zgoraj navzdol enaka a1, a3, a2. Ker imamo ujemanje v ogli²£ih 0 in 2, ter od tod
sledi tudi ujemanje v ogli²£u z vrednostjo 5, je Thomsenov pogoj res izpolnjen.
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 4 5 2 6 1 7 3
2 1 3 0 7 4 6 5
1 2 6 4 5 0 3 7
4 0 7 1 3 2 5 6
3 6 2 5 4 7 1 0
5 7 0 3 1 6 4 2
7 5 4 6 2 3 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 · 3
· ·
1 · · · · · · 7
· ·
3 · · · · 7
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 · · 2
· ·
· ·
· ·
· 5 · · · 0
5 · · · · · · 2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
♢
Poglejmo si ²e primer, ko Thomsenov pogoj na latinskem kvadratu ni izpolnjen.
Primer 4.14. Na levi strani imamo latinski kvadrat reda 8, ki ni porojen z Abelovo
grupo. To pokaºemo tako, da najdemo protiprimer za Thomsenov pogoj. Podana
imamo dva taka protiprimera. Na sredinski sliki vidimo, da se ²tirikotnika ujemata
v 2, 4 in skupnem ogli²£u, od tod pa ne sledi, da je vrednost £etrtega ogli²£a enaka.
etrto ogli²£e prvega ²tirikotnika ima namre£ vrednost 6, £etrto ogli²£e drugega
²tirikotnika pa 7. Podobno velja tudi za desno sliko, kjer imamo dva ²tirikotnika,
ki se poleg skupnega ogli²£a ujemata ²e v ogli²£ih 3 in 0. Vrednosti £etrtega ogli²£a
pa sta enaki 4 oziroma 5, torej razli£ni. To pomeni, da dani latinski kvadrat res ne
izpolnjuje Thomsenovega pogoja, torej ni porojen z Abelovo grupo.
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 6 1 3 2 7 5 4
3 5 0 2 1 4 7 6
2 7 3 1 0 6 4 5
1 4 2 0 3 5 6 7
4 1 6 7 5 3 2 0
6 0 5 4 7 2 1 3
5 3 7 6 4 1 0 2
7 2 4 5 6 0 3 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 · · 4
· ·
· ·
2 · · · 7
· ·
· ·
· ·
4 · 6
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 · · 3
· ·
· ·
· ·
4 · · · 3
· ·
· ·
5 · 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
♢
4.4. Pravokotno pravilo. Leta 1927 je Brandt odkril pravokotno pravilo za zanke,
ki namesto obi£ajne Cayleyjeve tabele uporabi normalno multiplikativno tabelo.
Denicija 4.15. Naj bo L = {q1, . . . , qn} in naj bo (L, ·) zanka z nevtralnim ele-
mentom in naj za vsak i ∈ {1, . . . , n} obstaja enoli£en element q∗i ∈ L, da je enakost
qi · q∗i = e izpolnjena. Potem je normalna multiplikativna tabela zanke (L, ·) enaka
n× n matriki, ki ima v i-ti vrstici in j-tem stolpcu element qi · q∗j .
Poglejmo si, kak²na je relacija med multiplikativno tabelo zanke in normalno mul-
tiplikativno tabelo zanke. Iz denicije zanke vemo, da ima nevtralni element. Ker je
multiplikativna tabela zanke latinski kvadrat, se vsak element v vsakem stolpcu in v
vsaki vrstici pojavi natanko enkrat. Torej se bo nevtralni element v vsakem stolpcu
nahajal v druga£ni vrstici. To pomeni, da bomo s permutacijo stolpcev vse nev-
tralne elemente lahko spravili na glavno diagonalo. Multiplikativna tabela, ki ima
vse nevtralne elemente na glavni diagonali, pa je ravno normalna multiplikativna
tabela. Ker smo za prehod iz multiplikativne tabele v normalno multiplikativno
tabelo uporabili le permutacije stolpcev, sta tabeli med sabo izotopni.
Na primeru Cayleyjeve tabele zanke si sedaj poglejmo, kako poiskati izotopijo, ki
bo to tabelo preslikala v normalno multiplikativno tabelo.
Primer 4.16. Naj bo L Cayleyjeva tabela zanke, ki bi jo radi preslikali v normalno
multiplikativno tabelo.
L =
· 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 3 5 2 0 4
2 2 4 1 0 5 3
3 3 5 0 4 1 2
4 4 0 3 5 2 1
5 5 2 4 1 3 0
N =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 4 3 2 1 5
1 0 2 5 3 4
2 5 0 1 4 3
3 1 4 0 5 2
4 2 5 3 0 1
5 3 1 4 2 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Slika 8. Cayleyjeva tabela zanke in njena normalna multiplikativna tabela.
Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da bomo permutirali stolpce. Iz de-
nicije normalne multiplikativne tabele vemo, da jih bomo morali permutirati tako,
da se bo nevtralni element v vsaki vrstici in vsakem stolpcu nahajal na diagonali. Iz
uvodnega poglavja vemo, da je izotopija trojica bijektivnih preslikav (α, β, γ), kjer
sta α in β permutaciji vrstic oziroma stolpcev. Iz na²e za£etne predpostavke sledi,
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da bo α identiteta. Poglejmo si sedaj, kako bomo dolo£ili preslikavo β. V ni£tem
stolpcu se nevtralni element 0 ºe nahaja na diagonali, zato bomo ta stolpec presli-
kali samega vase. V prvem stolpcu se nevtralni element nahaja v £etrti vrstici. e
ºelimo imeti nevtralni element na diagonali, moramo prvi stolpec torej preslikati v
£etrtega. Postopek ponovimo ²e za preostale stolpce. S tem je preslikava β dolo£ena
in je enaka
β =
(︃
0 1 2 3 4 5
0 4 3 2 1 5
)︃
Tudi preslikavo γ dolo£imo kot identiteto. Sedaj, ko poznamo izotopijo, lahko vse
elemente Cayleyjeve tabele preslikamo v novo Cayleyjevo tabelo. Iz elementov
(i, j, k) dobimo elemente (i, β(j), k). V tabelo jih zapi²emo tako, da se na mestu
(i, β(j)) nahaja element k. e tej Cayleyjevi tabeli odstranimo robno vrstico in
robni stolpec, dobimo ravno normalno multiplikativno tabelo N . ♢
Izrek 4.17 (Pravokotno pravilo). Naj bo N = {lij} normalna multiplikativna tabela
zanke (L, ·). Potem je (L, ·) grupa, £e in samo £e lij · ljk = lik vse i, j, k.
Dokaz. Naj bo L = {q1, . . . , qn} in naj bo (L, ·) zanka z nevtralnim elementom e.
Naj bo N = {lij}. e je L grupa, potem za vsak element qi obstaja inverz. Iz
denicije normalne multiplikativne tabele sledi, da so elementi na diagonali enaki e,
torej oblike qi · q−1i . Od tod sledi, da je element, ki se nahaja v i-ti vrstici in j-tem
stolpcu oblike lij = qi · q−1j . Torej velja
lij · ljk = (qi · q−1j ) · (qj · q−1k ) = qi · qk = lik za vse i, j, k.
e za vse i, j, k velja lij · ljk = lik, je
(4) (x · y∗) · (y · z) = x · z za vsak x, y, z ∈ L
e v ena£bo 4 vstavimo x = z = e, dobimo y∗ · y = e = y · y∗. Torej je (y∗)∗ = y za
vse y ∈ L. e sedaj vstavimo x = a, y = b∗ in z = e v ena£bo (4), dobimo
(5) (a · b) · b∗ = a za vse a, b ∈ L.
Za vse a, b, c ∈ L velja
a · (b · c) = (a · b) · b∗) · (b · c) iz ena£be (5)
= (a · b) · c iz ena£be (4).
Pokazali smo, da je (L, ·) asociativna, torej je (L, ·) grupa. □
Za gra£ni prikaz pravokotnega pravila potrebujemo Cayleyjevo tabelo zanke
(L, ·) in njeno normalno multiplikativno tabelo N . Pravokotno pravilo bo izpol-
njeno, £e bo za ²tirikotnik, katerega ogli²£a imajo vrednosti e, a in b veljalo, da je
vrednost £etrtega ogli²£a enaka a · b. Pri tem je e nevtralni element zanke (L, ·).
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L =
b
...
...
...
a · · · · · · a · b
N =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
e
. . . a · · · ?
. . . ...
...
e · · · b
. . .
. . .
e
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Slika 9. Gra£ni prikaz pravokotnega pravila.
Sedaj pa si poglejmo primer, ko pravokotno pravilo ni izpolnjeno.
Primer 4.18. Za Cayleyjevo tabelo zanke iz slike 8 bomo pokazali, da ni porojena
z grupo, saj ne izpolnjuje pravokotnega pogoja. Zaradi ve£je preglednosti bomo L
narisali ²e enkrat in na njej ozna£ili element zaradi katerega pravokotni pogoj ne bo
veljal. Prav tako bomo ponovno narisali tudi N , le da bomo na njem ozna£ili samo
elemente, ki bodo vplivali na veljavnost pravokotnega pogoja.
L =
· 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 3 5 2 0 4
2 2 4 1 (0) 5 3
3 3 5 0 4 1 2
4 4 0 3 5 2 1
5 5 2 4 1 3 0
N =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0 2 · · (4)
0 · · 3
0
0
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
V Cayleyjevi tabeli se v drugi vrstici in tretjem stolpcu pojavi ²tevilo 0, kar
pomeni, da je 2 · 3 = 0. V ²tirikotniku, katerega ogli²£a so 0, 2 in 3 pa je £etrto
ogli²£e enako 4. Ker sta vrednosti razli£ni, pravokotni pogoj ni izpolnjen, torej (L, ·)
ni grupa. ♢
4.5. Lightov test. Poleg kriterijev, ki zagotavljajo porojenost latinskega kvadrata
z grupo na podlagi ²trikotnega kriterija, poznamo tudi take teste, ki delujejo na
podlagi permutacije vrstic in stolpcev. Eden takih testov je Lightov test, ki ga je
leta 1949 predlagal F. W. Light. S pomo£jo permutacij vrstic in stolpcev preveri
asociativnost grupoida, zato ga lahko uporabimo, da pokaºemo, da je zanka grupa.
Kljub temu, da v osnovi Lightov test preverja asociativnost grupoida, bomo mi z
njim pokazali asociativnost le za kvazigrupe.
Izrek 4.19 (Lightov test). Naj bo (Q, ·) kvazigrupa s Cayleyjevo tabelo M . Za vsak
w ∈ Q naj velja, da je MwC matrika, ki jo dobimo iz matrike M , £e za vsak y ∈ Q
stolpec, katerega prvi element je y, zamenjamo s stolpcem, katerega prvi element je
w · y. Za vsak w ∈ Q pa naj bo MwR matrika, ki jo dobimo iz matrike M , £e za vsak
x ∈ Q vrstico, katere prvi element je x, nadomestimo z vrstico katere prvi element
je x · w. Tedaj velja, da je Q asociativna natanko takrat, ko je MwC = MwR za vsak
w ∈ S. Pri tem je S mnoºica generatorjev Q.
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Zaradi laºje razumljivosti bomo od sedaj naprej stolpec, katerega prvi element je
enak y imenovali stolpec y, vrstico, katere prvi element je enak y pa vrstica y.
Preden se lotimo dokaza, pa ²e na hitro ponovimo, kaj je mnoºica generatorjev.
Naj bo Q mnoºica in · na njej denirana operacija. Potem je mnoºica generatorjev
S taka podmnoºica mnoºice Q, da lahko poljuben element g ∈ Q zapi²emo v obliki
g = a1 · a2 · . . . · an, kjer so an ∈ S ali a−1n ∈ S.
Dokaz. Naj veljajo predpostavke iz izreka. Ker sta v matrikiMwC stolpec y in stolpec
w · y zamenjana, se na mestu (x, y) nahaja element x · (w · y). Podobno se zaradi
menjave vrstice x in vrstice x · w na mestu (x, y) v matriki MwR nahaja element
(x · w) · y). Ker so ti elementi izbrani poljubno sledi, da bo enakost MwC = MwR
veljala natanko takrat, ko bo (x · w) · y = x · (w · y) za vse x, y ∈ Q.
Naj bosta s, t ∈ Q. Iz M sC = M sR in M tC = M tR sledita enakosti (x ·s) ·y = x ·(s ·y)
in (x · t) · y = x · (t · y) za vse x, y ∈ Q. Od tod sledi, da je
(x · (s · t)) · y = ((x · s) · t) · y = (x · s) · (t · y) = x · (s · (t · y)) = x · ((s · t) · y).
Torej je M stC = M
st
R . Naj bo S mnoºica generatorjev mnoºice Q in naj velja
MwC = M
w
R za vsak w ∈ Q. Ker lahko vsak element iz Q zapi²emo kot kombi-
nacijo elementov iz S, po principu indukcije velja, da bo tudi za vsak w ∈ Q veljalo
MwC = M
w
R . □
V prvotni razli£ici Lightovega testa je bilo enakost MwC = M
w
R potrebno preveriti
za vsak w ∈ Q. Na to, da je dovolj preveriti omenjeno enakost le na mnoºici
generatorjev, sta kasneje, leta 1961, opozorila Cliord in Preston.
Poglejmo si ²e posledico, ki sledi direktno iz Lightovega izreka. Pri tem se spo-
mnimo, da so grupe asociativne zanke.
Posledica 4.20. Naj bo (L, ·) zanka. (L, ·) je grupa natanko takrat, ko je Lightov
test izpolnjen.
Poglejmo si sedaj na primerih, kako deluje Lightov test. Za Cayleyjevo tabelo
zanke iz primera 4.10 smo ºe na²li nekaj primerov, ko zado²£a Aczélovemu testu.
Sedaj pa bomo pokazali, da bo zanjo drºal tudi Lightov test.
Primer 4.21. Naj bo (L, ·) Cayleyjeva tabela zanke iz primera 4.10. e ºelimo
z Lightovim testom pokazati, da je (L, ·) grupa, moramo najprej najti njene gene-
ratorje. L generirata elementa 1 in 2, kar pomeni, da lahko vse ostale elemente
zapi²emo kot kombinacijo teh dveh. Pa si poglejmo
0 = (1 · 1) · 1, 1 = 1, 2 = 2, 3 = 1 · 2, 4 = (1 · 2) · 2,
5 = 1 · 1, 6 = 2 · 2, 7 = 2 · (1 · 1), 8 = (1 · 2) · (1 · 2).
Sedaj bomo pokazali, da bo, £e za w izberemo 1, veljalo L1R = L
1
C . Da dobimo
tabelo L1R, moramo za vsak x ∈ L vrstico x in vrstico x ·1 zamenjati. e izra£unamo
vrednosti za vse x ∈ Q, dobimo permutacijo vrstic, ki je enaka stolpcu 1, torej(︃
0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 5 3 7 8 0 4 2 6
)︃
.
Na enak na£in moramo, da bi dobili tabelo L1C , za vsak y ∈ L zamenjati stolpca y in
1 · y. Dobimo permutacijo stolpcev, ki je enaka vrstici 1. e zapi²emo tabeli L1R in
L1R in pri tem za ve£jo preglednost obdrºimo tudi robno vrstico in stolpec, dobimo
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 5 3 7 8 0 4 2 6
5 5 0 7 2 6 1 8 3 4
3 3 7 4 8 5 2 1 6 0
7 7 2 8 6 0 3 5 4 1
8 8 6 5 0 2 4 7 1 3
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
4 4 8 1 5 7 6 3 0 2
2 2 3 6 4 1 7 0 8 5
6 6 4 0 1 3 8 2 5 7
1 5 3 7 8 0 4 2 6
0 1 5 3 7 8 0 4 2 6
1 5 0 7 2 6 1 8 3 4
2 3 7 4 8 5 2 1 6 0
3 7 2 8 6 0 3 5 4 1
4 8 6 5 0 2 4 7 1 3
5 0 1 2 3 4 5 6 7 8
6 4 8 1 5 7 6 3 0 2
7 2 3 6 4 1 7 0 8 5
8 6 4 0 1 3 8 2 5 7
Vidimo, da sta 9 × 9 matriki, ki jih dobimo, £e obema tabelama odstranimo
robni stolpec in robno vrstico, res enaki. Postopek ponovimo za ²tevilo 2 tako, da
primerjamo vrednosti L2R in L
2
C in tako dalje do w = 8. Enakosti L
w
R = L
w
C veljajo
za vse w ∈ {0, 1, 2, · · · , 8}. Sledi, da je zanka (L, ·) asociativna, torej je grupa. ♢
Sedaj pa si poglejmo ²e primer, ko Lightov test ni izpolnjen.
Primer 4.22. Imamo latinski kvadrat iz primera 4.14. Ker zanj velja Thomsenov
pogoj, je porojen z grupo. Da bi lahko na njem preizkusili veljavnost Lightovega
testa, ga moramo najprej omejiti. Dodamo mu lahko poljubno robno vrstico in
poljuben robni stolpec, saj ne vplivata na veljavnost Thomsenovega pogoja. Recimo,
da smo izbrali kar naravno urejeni meji, torej 0, 1, . . . , 7. Najprej pokaºimo, da je 1
res generator te Cayleyjeve tabele Q.
5 = 1 · 1, 4 = 1 · 5, 3 = 4 · 5, 2 = 1 · 3, 6 = 4 · 2, 7 = 5 · 4, 0 = 5 · 1
Naj bo w = 1. Spodaj imamo tabeli Q1R in Q
1
C , ki ju dobimo z ustrezno permutacijo
stolpcev oziroma vrstic.
0 1 2 3 4 5 6 7
6 5 3 7 6 4 1 0 2
5 6 0 5 4 7 2 1 3
7 7 2 4 5 6 0 3 1
4 4 1 6 7 5 3 2 0
1 3 5 0 2 1 4 7 6
0 0 6 1 3 2 7 5 4
3 1 4 2 0 3 5 6 7
2 2 7 3 1 0 6 4 5
3 5 0 2 1 4 7 6
0 3 7 0 1 6 2 4 5
1 2 4 3 0 5 1 6 7
2 1 6 2 3 7 0 5 4
3 0 5 1 2 4 3 7 6
4 7 3 4 6 1 5 0 2
5 4 2 6 5 0 7 3 1
6 6 1 5 7 3 4 2 0
7 5 0 7 4 2 6 1 3
Vidimo, da enakost Q1R = Q
1
C ni izpolnjena, torej Lightov test ne drºi. To pomeni,
da kljub temu, da je kvazigrupa (Q, ·) izotopna grupi, ni asociativna. ♢
Naj bo (Q, ·) kvazigrupa izotopna grupi. Iz trditve 2.11 vemo, da obstaja zanka,
ki bo izotopna (Q, ·). Zaradi tranzitivnosti izotopije, bo zanka izotopna grupi, torej
bo asociativna. To pa pomeni, da bo izpolnjevala Lightov test. e pa kvazigrupa,
ki je izotopna (Q, ·) ni zanka, ne bo asociativna. Izkaºe se, da mora kvazigrupa biti
grupa, da bo asociativna.
Trditev 4.23. Asociativna kvazigrupa je grupa.
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Dokaz. Naj bo (Q, ·) asociativna kvazigrupa in naj bo a ∈ Q. Naj bo e ∈ Q tak
enoli£en element, da velja a · e = a. Potem je
a · b = (a · e) · b = a · (e · b) za vsak b ∈ Q.
Sledi, da je e · b = b za vsak b ∈ Q. Torej je (c · e) · b = c · b za vsak c ∈ Q in c · e = c
za vsak c ∈ Q. Sledi, da je (Q, ·) asociativna zanka z nevtralnim elementom e, torej
grupa. □
Slovar strokovnih izrazov
Cayley table Cayleyjeva tabela
isotopy izotopija
Latin square latinski kvadrat
Latin square based on group latinski kvadrat, porojen z grupo
loop zanka
quasigroup kvazigrupa
reduced Latin square skr£en latinski kvadrat
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